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Analyse p-adique et
Repre´sentations Galoisiennes
Jean-Marc Fontaine*
Abstract
The notion of a p-adic de Rham representation of the absolute Galois
group of a p-adic field was introduced about twenty years ago (see e.g. [Fo93]).
Three important results for this theory have been obtained recently: The struc-
ture theorem for the almost Cp-representations, the theorem weakly admissible
implies admissible and the theorem de Rham implies potentially semi-stable.
The proofs of the first two theorems are closely related to the study of a new
kind of analytic groups, the Banach-Colmez spaces and the proof of the third
uses deep results on p-adic differential equations on the Robba ring.
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1. Repre´sentations p-adiques
1.1. – Dans tout ce qui suit, K est un corps de caracte´ristique 0, complet pour une
valuation discre`te, a` corps re´siduel k parfait de caracte´ristique p > 0. On choisit
une cloˆture alge´brique K de K, on note C son comple´te´ et | |p la valeur absolue de
C normalise´e par |p|p = p
−1. On pose GK = Gal(K/K).
Une repre´sentation banachique (de GK) est un espace de Banach p-adique muni
d’une action line´aire et continue de GK . Avec comme morphismes les applications
Qp-line´aires continues GK -e´quivariantes, ces repre´sentations forment une cate´gorie
additive Qp-line´aire B(GK).
Une C-repre´sentation (de GK) est un C-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une action semi-line´aire et continue de GK . Lorsque k est fini, la cate´gorie
RepC(GK) des C-repre´sentations s’identifie a` une sous-cate´gorie pleine de B(GK) :
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PROPOSITION [Fo00]. — Supposons k fini. Si W1 et W2 sont des C-repre´senta-
tions, toute application Qp-line´aire continue GK-e´quivariante de W1 dans W2 est
C-line´aire.
Disons que deux repre´sentations banachiques S1 et S2 sont presque isomorphes
s’il existe un triplet (V1, V2, α) ou` Vi est un sous-Qp-espace vectoriel de dimension
finie de Si, stable par GK , et ou` α : S1/V1 → S2/V2 est un isomorphisme (dans
B(GK)). Une presque-C-repre´sentation (de GK) est une repre´sentation banachique
qui est presque isomorphe a` une C-repre´sentation. On note C(GK) la sous-cate´gorie
pleine de B(GK) dont les objets sont les presque-C-repre´sentations. Elle contient
la cate´gorie RepC(GK) et la cate´gorie RepQp(GK) des repre´sentations p-adiques de
dimension finie (de GK) comme sous-cate´gories pleines.
THE´ORE`MEA [Fo02]. — Supposons k fini. La cate´gorie C(GK) est abe´lienne. Il
existe sur les objets de C(GK) une unique fonction additive dh :S 7→ (d(S), h(S)) ∈
N × Z telle que dh(W ) = (dimCW, 0) si W est une C-repre´sentation et dh(V ) =
(0, dimQp V ) si V est de dimension finie sur Qp.
Si S et T sont des objets de C(GK), les Qp-espaces vectoriels Ext
i
C(GK)(S, T )
sont de dimension finie et sont nuls pour i 6∈ {0, 1, 2}. On a∑2
i=0(−1)
idimQpExt
i
C(GK)(S, T ) = −[K : Qp]h(S)h(T ).
1.2. – Soit (1) FR l’ensemble des suites (x(n))n∈N d’e´le´ments de C ve´rifiant
(x(n+1))p = x(n) pour tout n. Avec les lois
(x + y)(n) = limm 7→∞(x
(n+m) + y(n+m))p
m
et (xy)(n) = x(n)y(n)
c’est un corps alge´briquement clos de caracte´ristique p, complet pour la valeur
absolue de´finie par |x| = |x(0)|p et on note R l’anneau de la valuation. Son corps
re´siduel s’identifie au corps re´siduel k de K. L’anneau W (R) des vecteurs de Witt
a` coefficients dans R est inte`gre. Choisissons ε, pi ∈ R ve´rifiant ε(0) = 1, ε(1) 6= 1
et pi(0) = p et, pour tout a ∈ R notons [a] = (a, 0, 0, . . .) son repre´sentant de
Teichmu¨ller dans W (R). L’application θ : W (R) → OC qui envoie (a0, a1, . . .) sur∑
n∈N p
na
(n)
n est un homomorphisme d’anneaux surjectif dont le noyau est l’ide´al
principal engendre´ par ξ = [pi]−p. On note encore θ : W (R)[1/p]→ C l’application
de´duite en rendant p inversible. Rappelons que B+dR = lim←−n∈N
W (R)[1/p]/(ξn) et
que le corps BdR des pe´riodes p-adiques est le corps des fractions de B
+
dR. Toute
unite´ a de R s’e´crit d’une manie`re unique sous la forme a = a0a
+ avec a0 ∈ k¯
et |a+ − 1| < 1, la se´rie
∑+∞
n=1(−1)
n+1([a+] − 1)n/n converge dans B+dR vers un
e´le´ment note´ log[a] ; on pose t = log[ε]. On a BdR = B
+
dR[1/t]. On note Acris le
se´pare´ comple´te´ pour la topologie p-adique de la sous-W (R)-alge`bre de W (R)[1/p]
engendre´e par les ξm/m! pour m ∈ N. Alors Acris s’identifie a` un sous-anneau de
B+dR contenant t et on pose B
+
cris = Acris[1/p] et Bcris = B
+
cris[1/t] ⊂ BdR. La se´rie∑+∞
n=1(−1)
n+1ξn/npn converge dans B+dR vers un e´le´ment log[pi] = log([pi]/p) et on
(1) Voir [Fo88a] (resp. [Fo88b]) pour plus de de´tails sur la construction de BdR, Bcris et Bst
(resp. sur les repre´sentations p-adiques de de Rham et potentiellement semi-stables).
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note Bst la sous-Bcris-alge`bre de BdR engendre´e par log[pi]. Pour tout b ∈ R non
nul, il existe r, s ∈ Z, avec s ≥ 1 et une unite´ a de R tels que bs = pira et on pose
log[b] = (r log[pi] + log[a])/s. On a Bst = Bcris[log[b]] de`s que b n’est pas une unite´.
Soit L l’ensemble des extensions finies de K contenues dans K. Pour tout
L ∈ L, on pose GL = Gal(K/L) et on note L0 le corps des fractions de l’anneau des
vecteurs de Witt a` coefficients dans le corps re´siduel de L. Le corps K se plonge
de fac¸on naturelle dans B+dR et l’action de GK s’e´tend de fac¸on naturelle a` BdR,
l’anneau Bst est stable par GK . Pour tout L ∈ L, on a (BdR)
GL = L tandis que
(Bst)
GL = L0 et l’application naturelle L⊗L0 Bst → BdR est injective.
Pour toute repre´sentation p-adique V de GK de dimension finie h sur Qp, on
pose DdR(V ) = (K ⊗Qp V )
GK , Dst(V ) = (Bst ⊗Qp V )
GK et, si L est une extension
finie de K contenue dans K, Dst,L(V ) = (Bst ⊗Qp V )
GL . On a dimK DdR(V ) ≤ h
et on dit que V est de de Rham si on a l’e´galite´. C’est le cas si dimK0 Dst(V ) = h
auquel cas on dit que V est semi-stable. C’est aussi le cas s’il existe L ∈ L tel que
dimL0 Dst,L(V ) = h, auquel cas on dit que V est potentiellement semi-stable, ou si
l’on veut pre´ciser L, que V est L-semi-stable.
THE´ORE`ME B. — Toute repre´sentation p-adique de GK qui est de de Rham est
potentiellement semi-stable.
Soit KBst le plus petit sous-anneau de BdR contenant K et Bst. Ce the´ore`me
revient a` dire que, pour toute repre´sentation de de Rham V , l’inclusion ((KBst)⊗Qp
V )GK ⊂ (BdR ⊗Qp V )
GK est une e´galite´. Berger [Be02] en a ramene´ la preuve a` un
re´sultat sur les e´quations diffe´rentielles p-adiques, re´sultat qui a ensuite e´te´ prouve´
inde´pendamment par Andre´ [An02], Kedlaya [Ke02] et Mebkhout [Me02], voir §3.
L’un des inte´reˆts de ce the´ore`me est que l’on dispose d’une description alge´bri-
que explicite de la cate´gorie des repre´sentations potentiellement semi-stables. Le
Frobenius usuel sur W (R) s’e´tend de fac¸on naturelle en un endomorphisme ϕ de
l’anneau Bst (on a ϕt = pt et ϕ(log[pi]) = p log[pi]). Il existe une unique Bcris-
de´rivation N : Bst → Bst telle que N(log[pi]) = −1. L’action de ϕ et de N commu-
tent a` celle de GK et Nϕ = pϕN .
Soit L ∈ L telle que L/K est galoisienne. Pour toute repre´sentation p-adique
V de GK , Dst,L(V ) est un (ϕ,N,Gal(L/K))-module filtre´ de dimension finie, i.e.
c’est un L0-espace vectoriel D de dimension finie, muni
– de deux applications ϕ : D → D, N : D → D, la premie`re semi-line´aire
relativement a` la restriction de ϕ a` L0 et bijective, la deuxie`me line´aire, ve´rifiant
Nϕ = pϕN ,
– d’une action semi-line´aire de Gal(L/K), commutant a` ϕ et a` N ,
– d’une filtration indexe´e par Z, de´croissante, exhaustive et se´pare´e, du K-
espace vectoriel DK = (L ⊗L0 D)
Gal(L/K) (si D = Dst,L(V ), on a DK ⊂ (BdR ⊗Qp
V )GK et, pour tout i ∈ Z, FiliDK = DK ∩ (B
+
dRt
i ⊗Qp V )
GK ).
On pose tH(D) =
∑
i∈Z i. dimK Fil
iDK/Fil
i+1DK . Si D = ⊕α∈QDα est la
de´composition suivant les pentes du ϕ-isocristal sous-jacent, on pose aussi tN (D) =∑
α∈Q α. dimL0 Dα. On dit que D est admissible si
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a) on a tH(D) = tN (D),
b) pour tout sous-L0-espace vectoriel D
′ de D, stable par ϕ,N et Gal(L/K),
on a tH(D
′) ≤ tN (D
′) (on a muni D′K ⊂ DK de la filtration induite).
THE´ORE`ME C [CF00]. — Soit L ⊂ K une extension finie galoisienne de K.
i) Pour toute repre´sentation L-semi-stable V , Dst,L(V ) est admissible.
ii) Le foncteur qui a` V associe Dst,L(V ) induit une e´quivalence
(2) entre la sous-
cate´gorie pleine Repst,L(GK) de RepQp(GK) dont les objets sont les repre´sentations
L-semi-stables et la cate´gorie des (ϕ,N,Gal(L/K))-modules filtre´s admissibles.
Remarque. Il e´tait jusqu’a` pre´sent d’usage [Fo88b] d’appeler faiblement admis-
sible ce que nous appelons ici admissible. On savait (loc.cit., th.5.6.7) que Dst,L
induit une e´quivalence entre la cate´gorie Repst,L(GK) et une sous-cate´gorie pleine
de la cate´gorie des modules filtre´s (faiblement) admissibles ; on conjecturait que ce
foncteur est essentiellement surjectif et c’est ce qui est prouve´ dans [CF00].
2. Espaces de Banach-Colmez(3)
2.1. – Une C-alge`bre de Banach est une C-alge`bre norme´e comple`te A ; son spectre
maximal est l’ensemble SpmCA des sections continues s : A → C du morphisme
structural. Si f ∈ A et s ∈ SpmCA, on pose f(s) = s(f). Une C-alge`bre spectrale
est une C-alge`bre de Banach A telle que la norme est la norme spectrale, i.e. telle
que, pour tout f ∈ A, ||f || = sups∈SpmCA|f(s)|p ; dans ce cas, SpmCA est un
espace me´trique complet (la distance e´tant de´finie par d(s1, s2) = sup||f ||≤1 |f(s1)−
f(s2)|p). Avec comme morphismes les homomorphismes continus de C-alge`bres, les
C-alge`bres spectrales forment une cate´gorie. La cate´gorie des varie´te´s spectrales
affines sur C est la cate´gorie oppose´e.
Un groupe spectral commutatif affine sur C est un objet en groupes commu-
tatifs dans la cate´gorie des varie´te´s spectrales affines sur C. Ces groupes forment,
de fac¸on e´vidente, une cate´gorie additive qui a des limites projectives finies. Le
foncteur qui a` un groupe spectral commutatif affine associe le groupe topologique
sous-jacent est fide`le. Si S = SpmCA est un groupe spectral commutatif affine,
un sous-groupe spectral du groupe topologique sous-jacent est un sous-groupe T qui
admet une structure de groupe spectral (ne´cessairement unique) telle que l’inclusion
T → S est un morphisme de groupes spectraux.
Soit S un espace de Banach (p-adique) et S0 la boule unite´. Un re´seau de
S est un sous-Zp-module S qui est tel que l’on peut trouver r, s ∈ Z ve´rifiant
(2) C’est meˆme une e´quivalence de cate´gories tannakiennes, cf. [Fo88b].
(3) C’est en cherchant a` prouver le the´ore`me C que j’ai e´te´ conduit a` m’inte´resser aux presque
C-repre´sentations. C’est Colmez qui a compris que les proprie´te´s dont j’avais besoin provenaient
de structures analytiques. Cela nous a permis de prouver le the´ore`me C. Colmez a ensuite e´tudie´
plus en de´tail ces structures analytiques [Co02]. Ce que je raconte ici est une interpre´tation, dans
le langage de [Fo02], §4, de ces travaux de Colmez et devrait eˆtre de´veloppe´ dans [FP02].
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prS0 ⊂ S ⊂ p
sS0. Il revient au meˆme de dire qu’il existe une norme e´quivalente a`
la norme donne´e pour laquelle S est la boule unite´.
Une C-structure analytique sur S est la donne´e d’un C-groupe spectral com-
mutatif affine S et d’un homomorphisme continu du groupe topologique sous-jacent
a` S dans S dont l’image est un re´seau et le noyau un Zp-module de type fini. On
dit que deux C-structures analytiques S et T sur S sont e´quivalentes si S ×S T est
un sous-groupe spectral de S × T . Un (espace de) Banach analytique (sur C) est
la donne´e d’un espace de Banach muni d’une classe d’e´quivalence de C-structures
analytiques (on les appelle les structures admissibles de S). On dit que S est effectif
s’il existe une structure admissible S telle que l’application S → S est injective.
Un morphisme de Banach analytiques f : S → T est une application Qp-
line´aire continue telle qu’il existe des structures admissibles S de S et T de T et
un morphisme S → T qui induit f . Les Banach analytiques forment une cate´gorie
additive BAC .
Si S est un Banach analytique et si V est un sous-Qp-espace vectoriel de dimen-
sion finie, le quotient S/V a une structure naturelle de Banach analytique. On dit
que deux Banach analytiques S1 et S2 sont presque isomorphes s’il existe des sous-
Qp-espaces vectoriels de dimension finie V1 de S1 et V2 de S2 et un isomorphisme
S1/V1 → S2/V2 (de Banach analytiques).
Le groupe sous-jacent a` OC a une structure naturelle de groupe spectral com-
mutatif affine : on a OC = SpmCC{X} ou` C{X} est l’alge`bre de Tate des se´ries
formelles a` coefficients dans C en l’inde´termine´e X dont le terme ge´ne´ral tend vers
0. Ceci fait de C un espace de Banach analytique effectif. Un Banach analytique
vectoriel est un Banach analytique isomorphe a` Cd pour un entier d convenable.
Un espace de Banach-Colmez est un Banach analytique presque vectoriel, i.e. un
Banach analytique qui est presque isomorphe a` un Banach analytique vectoriel.
On note BCC la sous-cate´gorie pleine de BAC dont les objets sont les espaces de
Banach-Colmez.
PROPOSITION (the´ore`me de Colmez (4)). — La cate´gorie BCC est abe´lienne
et le foncteur d’oubli de BCC dans la cate´gorie des Qp-espaces vectoriels est exact
et fide`le. Il existe sur les objets de BCC , une unique fonction additive dh : S 7→
(d(S), h(S)) ∈ N× Z telle que dh(Cd) = (d, 0) et dh(V ) = (0, dimQp V ) si V est de
dimension finie sur Qp.
2.2. – La meilleure fac¸on de comprendre les the´ore`mes A et C c’est d’utiliser le
re´sultat pre´ce´dent pour les prouver (5). Lorsque k est fini, toute presque-C-repre´sen-
(4) C’est a` peu pre`s le re´sultat principal de [Co02]. La de´finition donne´e par Colmez de ce qu’il
appelle les Espaces de Banach de dimension finie (avec un E majuscule) est le´ge`rement diffe´rente.
Il n’est pas tre`s difficile de construire une e´quivalence entre sa cate´gorie et la noˆtre [FP02].
(5) C’est ainsi que Colmez rede´montre le the´ore`me C dans [Co02]. Moyennant une preuve un
peu plus complique´e, on peut n’utiliser qu’un re´sultat d’analyticite´ apparemment moins fort ; c’est
ce qu’on fait pour prouver le the´ore`me C dans [CF00] et le the´ore`me A dans [Fo02].
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tation est munie d’unee structure naturelle d’espace de Banach-Colmez ; toute
application Qp-line´aire continue GK -e´quivariante d’une presque C-repre´sentation
dans une autre est analytique. Le fait que C(GK) est abe´lienne et l’existence de la
fonction dh re´sultent alors du the´ore`me de Colmez.
Le principe de la preuve du the´ore`me C est le suivant : On se rame`ne facilement
au cas semi-stable, i.e. au cas ou` L = K. Il s’agit de ve´rifier que, si D est un (ϕ,N)-
module filtre´ (faiblement) admissible de dimension h, il existe une repre´sentation
p-adique V de dimension h telle que Dst,K(V ) soit isomorphe a` D. Une torsion
a` la Tate permet de supposer que Fil0DK = DK . Notons V
+,0
st (D) le Qp-espace
vectoriel des applicationsK0-line´aires de D dans Bst∩B
+
dR qui commutent a` l’action
de ϕ et de N et V +,1st le quotient du K-espace vectoriel des applications K-line´aires
de DK dans B
+
dR par le sous-espace des applications qui sont compatibles avec la
filtration. On commence par ve´rifier que le noyau V ∗st(D) de l’application e´vidente
β : V +,0st (D) → V
+,1
st (D) est un Qp-espace vectoriel de dimension finie ≤ h et que,
s’il est de dimension h, alors la repre´sentation duale Vst(D) est semi-stable et D
est isomorphe a` Dst(Vst(D)). La the´orie des espaces de Banach analytiques permet
de munir V +,0st (D) et V
+,1
st (D) d’une structure d’espace de Banach-Colmez et on a
dh(V +,0st (D)) = (tN (D), h) tandis que dh(V
+,1
st (D)) = (tH(D), 0). Il suffit alors de
ve´rifier que l’application β est analytique. Comme tH(D) = tN (D), l’additivite´ de
dh implique que β est surjective et que dh(V ∗st(D)) = (0, h), ce qui signifie bien que
dimQp V
∗
st(D) = h.
3. Equations diffe´rentielles
3.1. – Soit A un anneau commutatif et d : A → ΩA une de´rivation de A dans
un A-module ΩA. Ici, un A-module a` connexion (sous-entendu relativement a` d)
est un A-module libre de rang fini D muni d’une application ∇ : D → D ⊗ ΩA
ve´rifiant la re`gle de Leibniz. On dit que ce module est trivial s’il est engendre´ par
le sous-groupe D∇=0 des sections horizontales.
Pour tout corps L de caracte´ristique 0, complet pour une valuation discre`te,
notons (cf. par exemple [Ts98], §2) Rx,L l’anneau de Robba de L (ou ‘’anneau des
fonctions analytiques sur une couronne d’e´paisseur nulle”), c’est-a`-dire l’anneau des
se´ries
∑
n∈Z anx
n a` coefficients dans L ve´rifiant
∀s < 1, |an|s
n 7→ 0 si n 7→ +∞ et ∃r < 1 tel que |an|r
n 7→ 0 si n 7→ −∞.
Le sous-anneau E
†
x,L deRx,L des fonctions
∑
anx
n telles que les an sont borne´s
est un corps muni d’une valuation discre`te (de´finie par |
∑
anx
n| = sup|an|) qui
n’est pas complet mais est hense´lien. Son corps re´siduel s’identifie au corps des
se´ries formelles E = kL((x)) ou` kL de´signe le corps re´siduel de L. Pour toute
extension finie se´parable F de E, il existe une, unique a` isomorphisme unique pre`s,
extension non ramifie´e E
†
F de E
†
x,L de corps re´siduel F . PosonsRF = Rx,L⊗
E
†
x,L
E
†
F .
Si kF de´signe le corps re´siduel de F , L
′ l’unique extension non ramifie´e de L de
corps re´siduel kF et si x
′ est un rele`vement dans l’anneau des entiers de E
†
F d’une
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uniformisante de F , l’anneau RF s’identifie a` l’anneau de Robba Rx′,L′ .
Notons Ω1Rx,L le Rx,L-module libre de rang 1 de base dx, solution du proble`me
universel pour les de´rivations continues en un sens e´vident. Les modules a` connexion
sur l’anneau Rx,L forment une cate´gorie artinienne. Si D est un objet de cette
cate´gorie, on dit qu’il est unipotent si son semi-simplifie´ est trivial. On dit qu’il
est quasi-unipotent s’il existe une extension finie se´parable F de k((X)) telle que le
module a` connexion sur RF de´duit de D par extension des scalaires soit unipotent.
Pour tout z dans l’aneeau des entiers de E
†
x,K0
, il existe un unique endo-
morphisme continu ϕ de Rx,K0 qui prolonge le Frobenius absolu sur K0 et ve´rifie
ϕ(x) = xp+pz ; on appelle Frobenius un tel endomorphisme. Pour un tel ϕ, on note
encore ϕ : Ω1Rx,K0
→ Ω1Rx,K0
l’application induite. Soit D un module a` connexion
sur Rx,K0 . Une structure de Frobenius sur D consiste en la donne´e d’un Frobenius
ϕ sur Rx,K0 et d’une application ϕ-semi-line´aire ϕD : D → D commutant a` ∇.
THE´ORE`ME (Andre´, Kedlaya, Mebkhout (6)). — Tout module a` connexion sur
Rx,K0 qui admet une structure de Frobenius est quasi-unipotent.
Avant de montrer comment Berger [Be2] de´duit le the´ore`me B de cet e´nonce´,
rappelons quelques re´sultats de [Fo00], [Fo90] et [CC98] (cf. aussi [Co98]). Dans
tout ce qui suit, V est une repre´sentation p-adique de GK de dimension finie h.
3.2. – Soit K∞ le sous-corps de K engendre´ sur K par les racines de l’unite´ d’ordre
une puissance de p. Posons HK = Gal(K/K∞) et ΓK = GK/HK . En utilisant
la the´orie de Sen [Se80], on montre [Fo00] que l’union ∆dR(V ) des sous-K∞[[t]]-
modules de type fini de (BdR ⊗Qp V )
HK stables par ΓK est un K∞((t))-espace
vectoriel de dimension h et qu’il existe une unique connexion
∇ : ∆dR(V )→ ∆dR(V )⊗ dt/t
qui a la proprie´te´ que, pour tout sous-K∞[[t]]-module de type fini Y stable par GK ,
tout entier r ≥ 0 et tout y ∈ Y , il existe un sous-groupe ouvert Γr,y de Γ tel que, si
∇(y) = ∇0(y)⊗ dt/t, alors
γ(y) ≡ exp(logχ(γ).∇0)(y) (mod t
rY ), pour tout γ ∈ Γr,y.
Cette connexion est re´gulie`re : le K∞[[t]]-module ∆
+
dR(V ) = (B
+
dR ⊗ V ) ∩
∆dR(V ) est un re´seau de ∆dR(V ) ve´rifiant ∇(∆
+
dR(V )) ⊂ ∆
+
dR(V ) ⊗ dt/t. On
a DdR(V ) = (∆dR(V ))
ΓK . L’action de ΓK est discre`te sur ∆dR(V )∇=0 ; on en
de´duit que ∆dR(V )∇=0 = K∞ ⊗K DdR(V ) donc que V est de de Rham si et seule-
ment si le module a` connexion ∆dR(V ) est trivial. Ceci se produit si et seule-
ment s’il existe un re´seau (ne´cessairement unique) ∆0dR(V ) de ∆dR(V ) ve´rifiant
∇(∆0dR(V )) ⊂ ∆
0
dR(V )⊗ dt.
(6) Crew [Cr98] a sugge´re´ que ce the´ore`me pouvait eˆtre vrai ; il a e´te´ prouve´ inde´pendamment
par Andre´ [An02], Mebkhout [Me02] et Kedlaya [Ke01]. Pour Andre´ comme pour Mebkhout, c’est
un cas particulier d’un re´sultat plus ge´ne´ral dont la preuve repose sur la the´orie de Christol-
Mebkhout [CM]. La preuve de Kedlaya est plus directe : elle utilise une classification a` la
Dieudonne´-Manin des modules munis d’un Frobenius pour se ramener a` un re´sultat de Tsuzuki
[Ts98]. Voir [Co01] pour une e´tude comparative plus de´taille´e.
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3.3. – Rappelons brie`vement la the´orie des (ϕ,Γ)-modules [Fo80]. Soit OE0 l’adhe´-
rence dans W (FR) de la sous-W (k)-alge`bre engendre´e par [ε] et 1/([ε]− 1). C’est
un anneau de valuation discre`te complet dont l’ide´al maximal est engendre´ par p et
dont le corps re´siduel E0 est le corps des se´ries formelles k((ε− 1)) vu comme sous-
corps ferme´ de FR. Notons O
Ênr
le se´pare´ comple´te´ pour la topologie p-adique de
l’union de toutes les sous-OE0-alge`bres finies e´tales de OE0 contenues dans W (FR).
C’est un anneau de valuation discre`te complet dont le corps re´siduel est une cloˆture
se´parable Es de E0. Son corps des fractions Ê
nr s’identifie a` un sous-corps ferme´ du
corps B˜ = W (FR)[1/p], stable par l’action de GK et par le Frobenius ϕ. Le corps
EK = (Ê
nr)HK est une extension finie non ramifie´e du corps des fractions de OE0 .
Son corps re´siduel EK est une extension finie se´parable de E0 ; le corps re´siduel k
′
de EK est celui de K∞.
Alors, D(V ) = (Ênr ⊗Qp V )
HK est un (ϕ,ΓK)-module sur EK , i.e. un EK-
espace vectoriel de dimension finie D muni d’un Frobenius ϕ-semi-line´aire (que l’on
note encore ϕ) et d’une action semi-line´aire continue de ΓK commutant a` l’action
de ϕ ; ce (ϕ,ΓK)-module est e´tale, i.e. il existe un OEK -re´seau D de D tel que D
est le OEK -module engendre´ par ϕ(D). La correspondance V 7→ D(V ) de´finit une
e´quivalence entre RepQp(GK) et la cate´gorie des (ϕ,ΓK)-modules e´tales.
3.4. – Il n’y a pas de fle`che naturelle de Ênr dansB+dR, ce qui fait que la comparaison
entre ∆dR(V ) et D(V ) n’est pas si facile. Toutefois, si a ∈ R est non nul, [a] ∈
W (R) ⊂ B+dR est inversible dans B
+
dR, ce qui permet de voir 1/[a] = [1/a] comme
un e´le´ment de B+dR. Tout e´le´ment de B˜ s’e´crit d’une manie`re et d’une seule sous
la forme
∑
n≫−∞ p
n[an], avec les an ∈ FR ; notons B˜
+
dR le sous-anneau de B˜
forme´ des se´ries de ce type qui convergent dans B+dR. L’application B˜
+
dR → B
+
dR est
injective et permet d’identifier B˜+dR a` une sous-W (R)[1/p]-alge`bre de B
+
dR. Pour
tout r ∈ N, posons Ê
nr,†
r = Ênr ∩ ϕr(B˜
+
dR) et, pour tout b ∈ Ê
nr,†
r , notons ϕr(b)
l’unique c ∈ B˜+dR ⊂ B
+
dR tel que ϕ
r(c) = b. On a Ê
nr,†
r ⊂ Ê
nr,†
r+1 ; soit Ê
nr,†
l’union des Ê
nr,†
r . Alors E
†
K = (Ê
nr,†)HK est un sous-corps dense de EK stable par
ϕ. On pose D†(V ) = (Ênr,† ⊗Qp V )
HK . On peut le calculer a` partir de D(V ) :
c’est l’union des sous-E
†
K-espaces vectoriels de dimension finie de D(V ) stables par
ϕ. Le re´sultat principal de [CC98] est que V est surconvergente, c’est-a`-dire que
l’application naturelle EK ⊗D
†(V )→ D(V ) est un isomorphisme.
Pour tout r ∈ N, soit E
†
K,r = (Ê
nr,†
r )HK . Alors D
†
r (V ) = (Ê
nr,†
r ⊗Qp V )
HK
est aussi le plus grand sous-E
†
K,r-module M de type fini de D(V ) tel que ϕ(M) ⊂
E
†
K,r+1M . Pour r assez grand, l’application naturelle E
†
K⊗
E
†
K,r
D
†
r (V )→ D†(V ) est
un isomorphisme. Lorsqu’il en est ainsi, on a ϕr(E
†
K,r) ⊂ K∞[[t]] et
∆dR(V ) = K∞((t))⊗
E
†
K,r
D
†
r (V ) et donc DdR(V ) = (K∞((t)) ⊗
E
†
K,r
D
†
r (V ))ΓK .
3.5. – Wach [Wa96] a montre´ comment calculer Dst(V ) a` partir de D
†(V ) lorsque
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V est de hauteur finie. C’est Berger [Be02] qui a compris comment traiter le cas
ge´ne´ral : Choisissons un rele`vement x dans l’anneau des entiers de E
†
K d’une uni-
formisante de EK . Si K
′
0 de´signe le corps des fractions de W (k
′), E
†
K s’identifie
pre´cise´ment au sous-anneau E
†
x,K′
0
de l’anneau de Robba Rx,K′
0
. Ce dernier ne
de´pend pas du choix de x et nous le notons ErigK ; il contient t = log[ε]. Si L est
une extension finie de K contenue dans K, le corps F = (Es)Gal(K/LK∞) est une
extension finie de EK et l’anneau E
rig
L s’identifie a` l’anneau note´ RF au §3.1.
Rappelons (§1.2) que si u = log[ε − 1], on a Bst = Bcris[u]. Les actions de ϕ
et de ΓK s’e´tendent de fac¸on e´vidente a` E
rig
K , a` E
rig
K [1/t] et a` l’anneau E
rig
K [1/t][u]
des polynoˆmes en u a` coefficients dans ErigK [1/t]. Berger montre que
Dcris(V ) = (E
rig
K [1/t]⊗
E
†
K
D†(V ))ΓK et Dst(V ) = (E
rig
K [1/t][u]⊗
E
†
K
D†(V ))ΓK
(l’action de N sur Dst(V ) est la restriction de −d/du⊗ idD†(V )).
3.6. – Posons D = DrigK (V ) = E
rig
K [1/t] ⊗
E
†
K
D†(V ). En utilisant l’action de ΓK
comme au §3.4, on de´finit une connexion ∇ : D → D⊗ dt/t qui commute a` l’action
de ϕ. Cette connexion est re´gulie`re au sens qu’il existe un sous-ErigK -module D
+
de D, libre de rang h, stable par ϕ et ve´rifiant ∇(D+) ⊂ D+ ⊗ dt/t (prendre
D+ = ErigK ⊗
E
†
K
D†(V )). On ve´rifie que le ErigK -module libre Ω
1
Erig
K
admet d[ε]
comme base. Mais dt/t = [ε]−1/td[ε] et t n’est pas inversible dans ErigK . On de´duit
alors facilement du the´ore`me d’Andre´-Kedlaya-Mebkhout que V est potentiellement
semi-stable si et seulement s’il existe un sous-ErigK -module libre D
0 de D, libre de
rang h, stable par ϕ et ve´rifiant ∇(D0) ⊂ D0 ⊗ dt.
Il ne reste plus qu’a` construire un tel D0 lorsque V est de de Rham. Fixons un
entier r0 ≥ 1 suffisamment grand pour que D
†
r0(V ) contienne une base de D
†(V )
sur E
†
K et pour que x ∈ E
†
r0 . Pour tout r ≥ r0 le sous-anneau E
rig
K,r de E
rig
K = Rx,K′0
forme´ des
∑
n∈Z anx
n ve´rifiant
∀s < 1, |an|s
n 7→ 0 si n 7→ +∞ et an(ε
r − 1)n 7→ 0 si n 7→ −∞
est stable par ΓK et contient E
†
K,r. Si Dr = D
rig
K,r(V ) = E
rig
K,r ⊗
E
†
K,r
D
†
r (V ), alors
D est la re´union croissante des Dr et ϕ(Dr) ⊂ Dr+1. L’application ϕr induit un
homomorphisme de ErigK,r dans K∞((t)) et un isomorphisme de K∞((t)) ⊗Erig
K,r
Dr
sur ∆dR(V ). L’application Φr : Dr → ∆dR(V ) qui envoie a sur 1⊗ a est injective.
Soit ∆0dR(V ) le sous-K∞((t))-module de ∆dR(V ) engendre´ par les sections
horizontales. Pour tout r ≥ r0, soit D
0
r = {a ∈ Dr | Φs(a) ∈ ∆
0
dR(V ) pour tout s ≥
r}. On a D0r ⊂ D
0
r+1 et D
0 = ∪r≥r0D
0
r est un sous-E
rig
K -module de D, stable par ϕ
et ve´rifiant ∇(D0) ⊂ D0 ⊗ dt. Si V est de de Rham on de´duit du fait que ∆0dR(V )
est un re´seau de ∆dR(V ) que D
0 est libre de rang h sur ErigK . D’ou` le the´ore`me B.
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